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Equation de la chaleur stochastique avec bruit

multiplicatif
On considère l'EDP stochastique

$

’

&

’

%

dupt, xq “ ∆upt, xqdt ` gpupt, xqqdβptq, t ą 0, x P D,

upt, xq “ 0, t ą 0, x P BD,

up0, xq “ u0pxq, x P D
où

§ D “ p0, 1qd ,

§ β est un mouvement Brownien,

§ g : R Ñ R est de classe C1, g 1 est borné et gp0q “ 0.

Formulation abstraite comme équation d'évolution
stochastique dans l'espace de Hilbert H “ L2pDq:

#

duptq “ Auptqdt ` gpuptqqdβptq, t ą 0,

up0q “ u0.
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SHE avec bruit multiplicatif
On considère des solutions mild: pour tous t ě 0 et x P D

upt, xq “

ż

D
G pt ´ s, x , yqu0pyqdy

`

ż t

0

ż

D
G pt ´ s, x , yqgpups, yqqdydβpsq

et

uptq “ etAu0 `

ż t

0

ept´sqAgpupsqqdβpsq,

où

§ G : R` ˆ D2 Ñ R est le noyau de la chaleur,

§
`

etA
˘

tě0
est le semi-groupe de la chaleur dans H “ L2pDq,

avec conditions de Dirichlet homogènes au bord.

Il existe une unique solution mild.
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Rappels sur le mouvement Brownien et les EDS

Le mouvement Brownien
`

βptq
˘

tě0
est un processus continu

et Gaussien tel que

βptq ´ βpsq „ N p0, t ´ sq, @ t ě s ě 0.

Ses trajectoires sont p.s. de régularité Hölder C 1{2´.

L'intégrale stochastique d'Itô est associée à la méthode des
rectangles à gauche:

ż T

0

X ptqdβptq “ lim
NÑ8

N´1
ÿ

n“0

X ptnq
`

βptn`1q´βptnq
˘

, tn “ nT {N.

Exemple:
şT
0
βptqdβptq “

βpT q2´T
2

.
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Rappels sur le mouvement Brownien et les EDS
Une équation di�érentielle stochastique (au sens Itô)

dX ptq “ gpX ptqqdβptq

s'interprète sous forme intégrale

X ptq “ X p0q `

ż t

0

gpX psqqdβpsq, @ t ě 0?

Exemple: la solution de l'EDS linéaire

dX ptq “ σX ptqdβptq

est donnée par

X ptq “ exp

ˆ

σβptq ´
σ2t

2

˙

X p0q, @ t ě 0.
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Rappels sur le mouvement Brownien et les EDS

Pour construire des solutions approchées, on peut utiliser le
shéma d'Euler�Maruyama de pas de temps τ “ T {N : pour
tout n P t0, . . . ,N ´ 1u

Xn`1 “ Xn ` σpXnq
`

βptn`1q ´ βptnq
˘

“ Xn `
?
τσpXnqγn,

Résultats de convergence:

§ ordre fort 1{2:
`

Er|XN ´ X pNτq|2s
˘
1

2 À τ 1{2,

§ ordre faible 1:
ˇ

ˇErφpXNqs ´ ErφpX pNτqqs
ˇ

ˇ À τ .
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SHE avec bruit multiplicatif
Si gp0q “ 0 et u0pxq ě 0 pour tout x P D, alors p.s.

upt, xq ě 0, @ t ą 0, x P D.

Evolution stochastique en temps continu Ñ préserve la
positivité.

Exemple d'intégrateur numérique: le schéma d'Euler
exponentiel stochastique

un`1pxq “

ż

D
G pτ, x , yqunpyqdy `

ż

D
G pτ, x , yqgpunpyqqdyδβn

un`1 “ eτA
`

un ` gpunqδβn
˘

avec les incréments browniens δβn “ βptn`1q ´ βptnq, tn “ nτ .

Schéma numérique Ñ ne préserve pas la positivité car

δβn „ N p0, τq.
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Schéma de splitting préservant la positivité
Application d'un schéma de splitting: résoudre

§ les équations di�érentielles stochastiques
dvpt, xq “ gpvpt, xqqdβptq (parametrées par x P D)

§ l'équation aux dérivées partielles linéaire 9wptq “ Awptq.

Peut-on construire un schéma préservant la positivité pour la
partie EDS?
‚ Si gpuq “ σu: la solution exacte est connue

vptn`1, xq “ exp
`

σδβn ´
σ2τ

2

˘

vptn, xq.

‚ Cas général: on peut factoriser gpuq “ f puqu, d'où le
schéma

vn`1pxq “ exp
`

f pvnpxqqδβn ´
f pvnpxqq2τ

2

˘

vnpxq.
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Schéma de splitting préservant la positivité
On propose le schéma de splitting explicite

$

’

’
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’

’
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ũn`1pxq “ exp
`

f punpxqqδβn ´
f punpxqq2τ

2

˘

unpxq,

un`1pxq “

ż

D
G pτ, x , yqũn`1pyqdy ,

ou de manière équivalente

un`1 “ eτA
´

exp
`

f punqδβn ´
f punq2τ

2

˘

un

¯

.

‚ Ce schéma pr±erve la positivité, for any τ ą 0.
‚ Ordre fort 1{2: bornes sur l'erreur quadratique moyenne

sup
nτďT

sup
xPD

`

Er|unpxq ´ uptn, xq|
2
s
˘
1

2 ď C pT qτ
1

2 .
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Le cas du bruit-blanc espace-temps
On considère l'EDP stochastique avec bruit multiplicatif

$

’

&

’

%

dupt, xq “ ∆upt, xqdt ` gpupt, xqqdW pt, xq, t ą 0, x P D,

upt, xq “ 0, t ą 0, x P BD,

up0, xq “ u0pxq, x P D

où W est un processus de Wiener cylindrique:

W pt, xq “

8
ÿ

k“1

βkptqekpxq

§
`

βk

˘

kě1
est une suite de mouvements Browniens réels

indépendants,

§
`

ek
˘

kě1
est une base Hilbertienne de L2pDq.

On doit supposer d “ 1, i.e. D “ p0, 1q.
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Schéma préservant la positivité

On ne peut plus discrétiser uniquement en temps.
La discrétisation spatiale est réalisée par di�erences �nies, de
pas h “ 1{pJ ` 1q.

Schéma de splitting:

$

’

&

’

%

ũn`1,j “ exp
`

f pun,jq

?
τ

?
h
γn,j ´

f pun,jq
2

2

τ

h

˘

un,j , 1 ď j ď J ,

un`1 “ e
τ
h2

Dh ũn`1,

où
`

γn,j
˘

ně0,1ďjďJ
sont des variables aléatoires independantes

N p0, 1q et Dh est le Laplacien discret.

Interprétation: 1

h

şpj`1qh
jh

`

W ptn`1, yq ´ W ptn, yq
˘

dy „ N p0, τh q.
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Propriétés du schéma

‚ Si u0 ě 0, alors p.s. upt, xq ě 0 pour tous t ě 0 et
x P p0, 1q.

‚ Le schéma préserve la positivité quels que soient τ ą 0 and
h ą 0: si u0 ě 0, alors p.s. un,j ě 0 pour tous n, j .

‚ Bornes sur les moments: sous une condition de type CFL
τ ď γh (où γ ą 0 est arbitraire), alors

sup
0ďnτďT

sup
1ďjďJ

Er|un,j |
2
s Àγ,T }u0}

2

8.
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Estimations d'erreur

‚ On a

sup
0ďnτďT

sup
1ďjďJ

`

Er|un,j ´ uptn, jhq|
2
s
˘
1

2 Àγ,T ,u0 τ
1

4 `

´τ

h

¯
1

2

` h
1

2 .

‚ En prenant en compte la condition τ ď γh on a

sup
0ďnτďT

sup
1ďjďJ

`

Er|un,j ´ uptn, jhq|
2
s
˘
1

2 Àγ,T ,u0

´τ

h

¯
1

2

` h
1

2 .

‚ Sous la condition CFL τ ď γh2 on a

sup
0ďnτďT

sup
1ďjďJ

`

Er|un,j ´ uptn, jhq|
2
s
˘
1

2 Àγ,T ,u0 τ
1

4 ` h
1

2 .
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Résultats numériques
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Figure: Erreurs fortes sur l'intervalle de temps r0, 0.5s pour le

schéma de splitting (LT), le schéma d'Euler exponentiel

stochastique (SEXP), et un schéma d'Euler�Maruyama

semi-implicite (SEM).

Pas h “ 2´8 et moyenne sur 200 réalisations.

Gauche: gpvq “ v . Droite: gpvq “ v
p1`v2q

.
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Figure: Erreurs fortes sur l'intervalle de temps r0, 0.5s du schéma de

splitting pour di�érentes valeurs du pas h.
Gauche: gpvq “ v . Droite: gpvq “ v

p1`v2q
.

Observation: ordre 1{2 en τ mais pas uniforme en h.



Quelques extensions (en cours)

‚ Pour l'EDP stochastique

dupt, xq “ ∆upt, xqdt ` gpupt, xqqdβptq,

peut-on démontrer des estimations d'erreur faible

ˇ

ˇErφpupT qqs ´ ErφpuNqs
ˇ

ˇ À τ?

(pour des fonctions φ : H “ L2pDq Ñ R de classe C2b)

‚ Peut-on démontrer des estimations d'erreur faible dans le
cas bruit-blanc espace-temps?

‚ Peut-on construire des schémas d'ordre fort 1 en utilisant un
schéma préservant la positivité d'ordre élevé pour la partie
EDS?
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Quelques extensions (en cours)

On considère l'EDP stochastique

dupt, xq “ ∆upt, xqdt ` gpupt, xqqdβptq,

et on suppose que gp´1q “ gp1q “ 0.
Alors upt, xq P r´1, 1s p.s. pour tous t ě 0, x P D.

‚ Peut-on construire un schéma préservant le domaine
r´1, 1s? Quel est l'ordre de convergence?
Travail en cours avec David Cohen & Gijs Custers.

‚ Peut-on traiter le cas bruit-blanc espace-temps?
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Quelques extensions (en cours)
Idée de la construction de schémas préservant le domaine:

§ considérer l'EDS au sens Itô

dXt “ gpXtqdBt

§ écrire gpuq “ f puqpu ´ 1qpu ` 1q,

§ identi�er un schéma préservant le domaine

Yn`1 “ ΦpYn, τ, δBnq

pour l'EDS auxiliaire au sens Itô

dYt “ pYt ´ 1qpYt ` 1qdBt ,

§ et dé�nir le schéma

Xn`1 “ Φ
`

Xn, f pXnq
2τ, f pXnqδBn

˘

.



Schéma préservant l'intervalle r´1, 1s: illustration



Plan

Un schéma de splitting préservant la positivité

Un schéma d'Euler modi�é préservant la régularité

Un schéma préservant l'asymptotique

Conclusion



Description du modèle
EDP stochastique parabolique semilinéaire:

$

’

&

’

%

Btupt, xq “ Bx
`

apxqBxupt, xq
˘

` f pupt, xqq ` 9W pt, xq,

upt, 0q “ upt, 1q “ 0, t ě 0,

up0, xq “ u0pxq, x P p0, 1q.

Le système est perturbé par un bruit-blanc espace-temps
9W pt, xq.
La fonction f est Lipschitzienne.

Cette EDPS est vue comme équation d'évolution stochastique
#

duptq “ ´Λuptqdt ` F puptqqdt ` dW ptq,

up0q “ u0,

d'inconnue uptq “ upt, ¨qP H “ L2p0, 1q (espace de Hilbert).
Elle dépend d'un processus de Wiener cylindrique.
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Solutions mild de l'EDPS

Décomposition spectrale de l'opérateur linéaire Λ: Λej “ λjej .

Solution de l'équation d'évolution linéaire 9u “ ´Λu:
semigroupe

uptq “ e´tΛup0q, @ t ě 0,

with e´tΛ “
ř

jPN e´tλj xej , ¨yej .

Propriété de régularisation: pour tout α ą 0

}Λαe´tΛu} ď Cαt
´α

|u| , t ą 0, u P H .

Solution mild:

duptq “ e´tΛu0 `

ż t

0

e´pt´sqΛF pupsqqds `

ż t

0

e´pt´sqΛdW psq.
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Processus de Wiener et convolution stochastique

Dé�nition formelle du processus de Wiener cylindrique:

W ptq “
ÿ

jPN
βjptqej

avec βj , j P N, mouvement Browniens i.i.d.

La convolution stochastique
şt

0
e´pt´sqΛdW psq est bien dé�nie:

Er}

ż t

0

e´pt´sqΛdW psq}2s “
ÿ

jPN

ż t

0

e´2pt´sqλjds ď
ÿ

jPN

1

2λj
ă 8

grâce à la propriété de régularisation du semigroupe.

La solution mild est bien dé�nie.
Régularité Hölder: 1{4´ en temps et 1{2´ en espace.
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Le schéma d'Euler semi-implicite standard
Pas de temps: τ “ T {N , tn “ nτ .

La solution mild véri�e

uptn`1q “ e´τΛuptnq`

ż tn`1

tn

e´ptn`1´sqΛF pupsqqds`

ż tn`1

tn

e´ptn`1´sqΛdW psq.

Approximation par le schéma d'Euler standard:

uτ,s
n`1

“ Aτ

´

uτ,s
n ` τF puτ,s

n q `
?
τΓn

¯

où Aτ “ pI ` τΛq´1 et Γn “
W ptn`1q´W ptnq

?
τ

.

Résultats de convergence classiques au sens fort et faible:

Er}upT q ´ uτ,s
N }L2s À τα

ˇ

ˇErφpupT qqs ´ Erφpuτ,s
N qs

ˇ

ˇ À τ 2α

pour α P p0, 1{4q et φ : H Ñ R de classe C2

b .
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Comportement du schéma d'Euler standard

Expérience numérique avec τ “ 2´8:
Discrétisation spatiale: di�érences �nies avec h “ 10´3.

Figure:

ptn, zq ÞÑ uτ,sn pzq

Figure: z ÞÑ uτ,sN pzq

Observation: la solution numérique est plus régulière que la
solution exacte, pour tout valeur τ ą 0 du pas de temps.
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Dé�nition du schéma d'Euler modi�é
SPDE/SEE:

duptq “ ´Λuptqdt ` F puptqqdt ` dW ptq

Schéma d'Euler standard:

uτ,sn`1
“ Aτ

´

uτ,sn ` τF puτ,sn q `
?
τΓn

¯

.

Le schéma d'Euler modi�é:

uτ
n`1

“ Aτ

´

uτ
n ` τF puτ

nq `

c

τ

2
Γn,1

¯

` Bτ

c

τ

2
Γn,2

avec deux familles indépendantes
`

Γn,1
˘

ně0
et

`

Γn,2
˘

ně0
, et un

opérateur Bτ ‰ Aτ , véri�ant

BτB‹
τ “ Aτ .

Bτ peut être calculé par une décomposition de Cholesky.
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Expérience numérique: modi�é vs standard

Figure:

ptn, zq ÞÑ uτ,sn pzq,

schéma d'Euler

standard

Figure:

ptn, zq ÞÑ uτn pzq,

schéma d'Euler

modi�é



Expérience numérique: modi�é vs standard

Figure: z ÞÑ uτ,sN pzq,

schéma d'Euler

standard

Figure: z ÞÑ uτNpzq,

schéma d'Euler

modi�é



Résultats principaux

‚ Comportement qualitatif: la régularité (spatiale) de la
solution est préservée par le schéma d'Euler modi�é, quel que
soit τ ą 0.

‚ Distribution invariante: si F “ 0, la distribution invariante
Gaussienne ν “ N p0, Λ

´1

2
q (loi d'un pont Brownien) est

preservée par le schéma d'Euler modi�é, quel que soit τ ą 0.

‚ Estimation d'erreur faible: si φ : H Ñ R est de classe C2

b ,
alors

ˇ

ˇErφpupT qqs ´ Erφpuτ
Nqs

ˇ

ˇ À τ 2α,

pour tout α P p0, 1{4q.
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Distributions invariantes

En supposant que LippF q ă λ1: il existe une unique
distribution (mesure de probabilités) invariante µ:

si up0q „ µ alors uptq „ µ pour tout t ě 0.

De plus, on a convergence en loi exponentielle vers µ:

ˇ

ˇErφpupT qqs ´

ż

φdµ
ˇ

ˇ Àφ e´γT p1 ` }u0}q,

si φ : H Ñ R est Lipschitzienne.

Si F “ 0, µ “ ν “ N p0, Λ
´1

2
q est une distribution Gaussienne.

ξ „ ν “ N p0, Λ´1

2
q if ξ “

ř

jě1

ξj?
2λj

ej , avec ξj „ N p0, 1q i.i.d.
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Distributions invariantes

Pour un système de type gradient: F “ ´∇V , la distribution
invariante est une mesure de Gibbs

dµ‹puq “ Z´1e´2V puqdνpuq

par rapport à la distribution Gausienne ν.

Pour tout τ ą 0, les schémas d'Euler standard et modi�é
admettent une unique distribution invariante µτ .
Résultats de convergence: pour tout α P p0, 1{4q

ˇ

ˇ

ż

φdµτ
´

ż

φdµ
ˇ

ˇ Àα ~φ~2τ
2α.

si φ : H Ñ R est de classe C2

b .
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Distributions invariantes � schéma d'Euler standard

On suppose F “ 0.
La distribution invariante µτ “ ντ du schéma d'Euler standard
est la loi de

ÿ

jě1

b

qτ
j ξnen

où

qτ
j “

1

2λj

2

2 ` λjτ
‰ qj .

Les mesures de probabilités Gaussiennes ν et ντ sont
singulières.
Cela re�ète le fait que la régularité spatiale n'est pas préservée
par le schéma d'Euler standard.



Distributions invariantes� schéma d'Euler modi�é

Théorème

Soit µτ la distribution invariante du schéma d'Euler modi�é.

Pour tout α P p0, 1
4
q, on a

dTVpµτ , µ‹q Àα τ 2α,

où dTV est la distance en variation totale:

dTVpµ1, µ2q “ sup
φPB0

bpH,Rq,}φ}8ď1

ˇ

ˇ

ż

φdµ1 ´

ż

φdµ2
ˇ

ˇ.

Cela permet de calculer une valeur approchée de
ş

φdµ si φ “ 1A.

Cela n'est pas possible pour le schéma d'Euler standard.
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Une observation clé pour la preuve

Le schéma d'Euler modi�é

uτ
n`1

“ Aτ

´

uτ
n ` τF puτ

nq `

c

τ

2
Γn,1

¯

` Bτ

c

τ

2
Γn,2

peut s'écrire

uτ,n`1 “ e´τΛτ uτ,n`Λ´1

τ pI´e´τΛτ qQτF puτ,nq`

ż tn`1

tn

e´ptn`1´sqΛτQ
1

2

τ dW psq.

Il s'agit du schéma d'Euler exponentiel acceléré pour l'
équation modi�ée

duτ ptq “ ´Λτuτ ptqdt ` QτF puτ ptqqdt ` Q
1

2

τ dW ptq.

L'équation modi�ée préserve la mesure de Gibbs µ‹ si
F “ ´DV .
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Plan

Un schéma de splitting préservant la positivité

Un schéma d'Euler modi�é préservant la régularité

Un schéma préservant l'asymptotique

Conclusion



Système d'EDPS multi-échelles
Système avec composantes lente uϵ et rapide v ϵ:

$

’

&

’

%

Btu
ϵpt, xq “ B2xu

ϵpt, xq ` f
`

uϵpt, xq, v ϵpt, xq
˘

,

Btv
ϵpt, xq “

1

ϵ
B2xv

ϵpt, xq `

?
2

?
ϵ

9W pt, xq,

où ϵ est le paramètre de séparation des échelles de temps.

Valeurs initiales: uϵp0, xq “ u0pxq, v ϵp0, xq “ v0pxq.

Conditions au bord de Dirichlet homogènes en x “ 0, 1.

Comme système d'évolution stochastique:
$

’

&

’

%

duϵptq “ ´Λuϵptqdt ` F puϵptq, v ϵptqqdt,

dv ϵptq “ ´
1

ϵ
Λv ϵptqdt `

?
2

?
ϵ
dW ptq.
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Le principe de moyennisation
Changement d'échelle de temps: v ϵptq “ vpt{ϵq avec

dvpsq “ ´Λvpsqds `
?
2dW psq.

Comportement asymptotique de v : vpsq Ñ
sÑ8

ν “ N p0,Λ´1q.

La composante lente uϵ converge quand ϵ Ñ 0 vers la solution
u de l'équation moyennée

#

duptq “ ´Λuptqdt ` F puptqqdt,

up0q “ u0,

où F est dé�nie par

F puq “

ż

H
F pu, vqdνpvq “ ErF

`

u,
8
ÿ

j“1

a

ξj
a

λj
ej

˘

s.
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Schéma semi-implicite standard

On peut approcher la solution du système multi-échelle
$

’

&

’

%

duϵptq “ ´Λuϵptqdt ` F puϵptq, v ϵptqqdt,

dv ϵptq “ ´
1

ϵ
Λv ϵptqdt `

?
2

?
ϵ
dW ptq.

en utilisant le schéma d'Euler semi-implicite
$

’

’

&

’

’

%

uϵ,τn`1
“ pI ` τΛq´1

´

uϵ,τn ` τF puϵ,τn , v ϵ,τn`1
q

¯

v ϵ,τn`1
“ pI `

τ

ϵ
Λq´1

´

v ϵ,τn `

?
2τ

?
ϵ
Γn

¯

.

où Γn “
ř8

j“1
ξn,jej , avec ξn,j „ N p0, 1q i.i.d.



Schéma semi-implicite standard

Expérience numérique:

F pu, vq “ 10e´0.5u2
`

e´0.1v2 ´ 1
˘

` 20u.

u0pxq “ sinp2πxq, v0pxq “ 0. T “ 0.5. h “ 10´2.

Figure: Convergence quand ϵ Ñ 0 de la solution numérique uϵ,∆t
N

pour le schéma semi-implicite, avec τ “ 2´10.



Schéma semi-implicite standard
Estimations d'erreur faible: convergence quand τ “ T {N Ñ 0 de

ˇ

ˇErφpuϵ,τN qs ´ ErφpuϵpNτqqs
ˇ

ˇ

Figure: Convergence de l'erreur faible pour le schéma standard

quand τ Ñ 0, pour les fonctions tests φ1 (gauche) et φ2 (droite)

pour di�érentes valeurs du paramètre ϵ.

Fonctions tests:

φ1puq “ sinp

ż

1

0

upxq2dxq, φ2puq “ sinp

ż

1

0

upxqdxq2.



Schéma semi-implicite basique

$

’

’

&

’

’

%

uϵ,τn`1
“ pI ` τΛq´1

´

uϵ,τn ` τF puϵ,τn , v ϵ,τ
n`1

q

¯

v ϵ,τ
n`1

“ pI `
τ

ϵ
Λq´1

´

v ϵ,τ
n `

?
2τ

?
ϵ
Γn

¯

.

Quand ϵ Ñ 0, uϵ,τ
n Ñ uτ

n donné par

u0,τn`1
“ pI ` τΛq´1

´

u0,τn ` τF pu0,τn , 0q

¯

.

En général F puq ‰ F pu, 0q.
Dans les expériences numériques: F pu, 0q “ 20u.

Le schéma limite est associé à l'équation

Btuptq “ ´Λuptq ` F puptq, 0q.

Les limites ϵ Ñ 0 et τ Ñ 0 ne commutent pas.
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Schémas préservant l'asymptotique

Un schéma numérique pr±erve l'asymptotique si

lim
ϵÑ0

lim
τÑ0

uϵ,τ
N “ lim

τÑ0

lim
ϵÑ0

uϵ,τ
N .

On considère la convergence en loi: si φ P C0bpH;Rq,

lim
ϵÑ0

lim
τÑ0

Erφpuϵ,∆t
N qs “ lim

τÑ0

lim
ϵÑ0

Erφpuϵ,∆t
N qs.

Autrement dit: le diagramme

uϵ,τN
τÑ0

ÝÝÝÝÑ uϵpT q
§

§

đ
ϵÑ0

§

§

đ
ϵÑ0

u0,τN
τÑ0

ÝÝÝÝÑ upT q

est commutatif.



Schémas préservant l'asymptotique

Un schéma numérique pr±erve l'asymptotique si

lim
ϵÑ0

lim
τÑ0

uϵ,τ
N “ lim

τÑ0

lim
ϵÑ0

uϵ,τ
N .

On considère la convergence en loi: si φ P C0bpH;Rq,

lim
ϵÑ0

lim
τÑ0

Erφpuϵ,∆t
N qs “ lim

τÑ0

lim
ϵÑ0

Erφpuϵ,∆t
N qs.

Autrement dit: le diagramme

uϵ,τN
τÑ0

ÝÝÝÝÑ uϵpT q
§

§

đ
ϵÑ0

§

§

đ
ϵÑ0

u0,τN
τÑ0

ÝÝÝÝÑ upT q

est commutatif.



Schémas préservant l'asymptotique

Un schéma numérique pr±erve l'asymptotique si

lim
ϵÑ0

lim
τÑ0

uϵ,τ
N “ lim

τÑ0

lim
ϵÑ0

uϵ,τ
N .

On considère la convergence en loi: si φ P C0bpH;Rq,

lim
ϵÑ0

lim
τÑ0

Erφpuϵ,∆t
N qs “ lim

τÑ0

lim
ϵÑ0

Erφpuϵ,∆t
N qs.

Autrement dit: le diagramme

uϵ,τN
τÑ0

ÝÝÝÝÑ uϵpT q
§

§

đ
ϵÑ0

§

§

đ
ϵÑ0

u0,τN
τÑ0

ÝÝÝÝÑ upT q

est commutatif.



Un schéma préservant l'asymptotique

Il faut discrétiser di�éremment la composante rapide v ϵ. Une
solution: utiliser le schéma d'Euler modi�é.

Schéma proposé:
$

’

&

’

%

uϵ,τn`1
“ Aτ

`

uϵ,τn ` τF puϵ,τn , v ϵ,τn`1
q
˘

v ϵ,τn`1
“ A τ

ϵ
v ϵ,τn `

c

2τ

ϵ
B τ

ϵ
,1Γn,1 `

c

2τ

ϵ
B τ

ϵ
,2Γn,2,

où les opérateurs véri�ent les conditions

Aτ “ pI`τΛq´1, Bτ,1 “
1

?
2

pI`τΛq´1, Bτ,2B‹
τ,2 “

1

2
pI`τΛq´1

Ce schéma préserve l'asymptotique.
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Un schéma préservant l'asymptotique
$

’

&

’

%

uϵ,τn`1
“ Aτ

`

uϵ,τn ` τF puϵ,τn , v ϵ,τ
n`1

q
˘

v ϵ,τ
n`1

“ A τ
ϵ
v ϵ,τ
n `

c

2τ

ϵ
B τ

ϵ ,1
Γn,1 `

c

2τ

ϵ
B τ

ϵ ,2
Γn,2,

Quand ϵ Ñ 0:

§ v ϵ,τ
n`1

Ñ
ϵÑ0

Λ´ 1

2Γn,2

§ uϵ,τ
n`1

Ñ
ϵÑ0

u0,τn`1
donné par le schéma limite

u0,τn`1
“ pI ` τΛq

´1
`

u0,τn ` τF pu0,τn ,Λ´ 1

2Γn,2q
˘

.

Le schéma limite est consistant avec l'équation moyennée:
u0,τN Ñ

τÑ0

upNτq, en utilisant

ErF pu0,τn ,Λ´ 1

2Γn,2q|u0,τn s “ F pu0,τn q.
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Illustration numérique
Expérience numérique:

F pu, vq “ 10e´0.5u2
`

e´0.1v2 ´ 1
˘

` 20u.

u0pxq “ sinp2πxq, v0pxq “ 0. T “ 0.5. h “ 10´2.

Figure: Convergence quand ϵ Ñ 0 de la solution uϵ,∆t
N du schéma

AP, avec ∆t “ 2´10.



Courbes de convergence (1)
Estimations d'erreur faible: convergence quand τ “ T {N Ñ 0 de

ˇ

ˇErφpuϵ,τN qs ´ ErφpuϵpNτqqs
ˇ

ˇ

Figure: Convergence de l'erreur faible pour le schéma AP quand

τ Ñ 0, pour les fonctions tests φ1 (gauche) et φ2 (droite) pour

di�érentes valeurs du paramètre ϵ P t10´4, . . . , 10´7u.

Fonctions tests:

φ1puq “ sinp

ż

1

0

upxq2dxq, φ2puq “ sinp

ż

1

0

upxqdxq2.



Courbes de convergence (2)

Figure: Convergence de l'erreur faible pour le schéma AP quand

τ Ñ 0, pour les fonctions tests φ1 (gauche) et φ2 (droite) pour

di�érentes valeurs du paramètre ϵ P t10´6, 2.10´6, 4.10´6, 8.10´6u.



Estimations d'erreur faible uniformes

Théorème

Soit φ : H Ñ R de classe C3b .
Pour tout κ P p0, 1

3
q, on a les estimations d'erreur faible

sup
ϵPp0,ϵ0q

ˇ

ˇErφpuϵ,τ
N qs ´ Erφpuϵ

pT qqs
ˇ

ˇ Àκ,T ,φ,u0 τ
1

3
´κ

avec ordre 1{3 par rapport à τ , uniformément par rapport à ϵ.

Commentaires:

§ quand ϵ Ñ 0, le résultat est sous-optimal

ˇ

ˇErφpuτNqs ´ φpupT qq
ˇ

ˇ Àκ,T ,φ,x0 τ
1

3
´κ,

au lieu de l'ordre 1

§ mais les expériences numériques suggèrent l'optimalité de

l'ordre 1{3 pour des bornes uniformes.
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Stratégie de la preuve
On rappelle le diagramme commutatif:

uϵ,τN
τÑ0

ÝÝÝÝÑ uϵpT q
§

§

đ
ϵÑ0

§

§

đ
ϵÑ0

u0,τN
τÑ0

ÝÝÝÝÑ upT q

qui inspire deux stratégies:
§ étudier directement l'erreur faible

ˇ

ˇErφpuϵ,τN qs ´ ErφpuϵpT qqs
ˇ

ˇ

§ la décomposer en trois termes
ˇ

ˇErφpuϵ,τN qs ´ ErφpuϵpT qqs
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇErφpuϵ,τN qs ´ Erφpu0,τN qs
ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇErφpu0,τN qs ´ φpupT qq
ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇφpupT qq ´ ErφpuϵpT qqs
ˇ

ˇ
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Stratégie de la preuve
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Combinaison des estimations d'erreur auxiliaires

Pour simpli�er: κ “ 0.

ˇ

ˇErφpuϵ,τN qs ´ ErφpuϵpT qqs
ˇ

ˇ

ď min
´

pτ{ϵq
1

2 ` τ{ϵ, ϵ ` τ
¯

.

On traite deux cas:

§ τ ď ϵ3: avec la première borne

τ

ϵ
ď τ

2

3

τ
1

3

ϵ
ď τ

2

3 ,
τ

1

2

ϵ
1

2

ď τ
1

3 ,

§ τ ě ϵ3: avec la deuxième borne

ϵ ` τ ď τ
1

3 ` τ ď Cτ
1

3 .
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Plan

Un schéma de splitting préservant la positivité

Un schéma d'Euler modi�é préservant la régularité

Un schéma préservant l'asymptotique

Conclusion



Conclusion

La discrétisation en temps d'équations stochastiques nécessite
des techniques spéci�ques pour assurer simultanément la
préservation de propriétés qualitatives et la convergence.

Perspectives: traiter d'autres exemples, au-delà des équations
semilinéaires paraboliques.

Merci pour votre attention.
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