Schémas préservant la structure pour des
équations aux dérivées partielles
stochastiques

Charles-Edouard Bréhier

Université de Pau et des Pays de I'’Adour (UPPA)
Laboratoire de Mathématiques et de leurs Applications (LMAP)

CANUM 2026



Plan

Un schéma de splitting préservant la positivité

Un schéma d'Euler modifié préservant la régularité

Un schéma préservant |'asymptotique

Conclusion



Plan

Un schéma de splitting préservant la positivité



Equation de la chaleur stochastique avec bruit

multiplicatif
On considére I'EDP stochastique

du(t,x) = Au(t,x)dt + g(u(t,x))ds(t), t>0, xeD,
u(t,x) =0, t>0, xedD,
u(0,x) = up(x), xe€D
ou
» D= (0,1)¢,
» (5 est un mouvement Brownien,

» g:R — R est de classe C!, g’ est borné et g(0) = 0.



Equation de la chaleur stochastique avec bruit

multiplicatif
On considére I'EDP stochastique

du(t,x) = Au(t,x)dt + g(u(t,x))ds(t), t>0, xeD,
u(t,x) =0, t>0, xedD,
u(0,x) = up(x), xeD
ou
» D= (0,1)¢,
» (5 est un mouvement Brownien,

» g:R — R est de classe C!, g’ est borné et g(0) = 0.

Formulation abstraite comme équation d'évolution
stochastique dans I'espace de Hilbert H = L?(D):

du(t) = Au(t)dt + g(u(t))dp(t), t >0,
u(0) = up.



SHE avec bruit multiplicatif

On considére des solutions mild: pour tous t > 0 et x € D
u(t,x) f G(t — 5%, y)uoly)dy

f J G(t—s,x,y)g(u(s,y))dydB(s)

et
t

u(t) = eup + j et Ag (u(s))dA(s),
0

N

ou
» G:R*T x D? - R est le noyau de la chaleur,

> (™)., est le semi-groupe de la chaleur dans H = L*(D),

avec conditions de Dirichlet homogénes au bord.



SHE avec bruit multiplicatif

On considére des solutions mild: pour tous t > 0 et x € D
u(t,x) f G(t — 5%, y)uoly)dy

f J G(t—s,x,y)g(u(s,y))dydB(s)

et

u(t) = eMug + Jt e(t*S)Ag(u(s))dﬁ(s),
0

N

ou
» G:R*T x D? - R est le noyau de la chaleur,

> (™)., est le semi-groupe de la chaleur dans H = L*(D),

avec conditions de Dirichlet homogénes au bord.

Il existe une unique solution mild.



Rappels sur le mouvement Brownien et les EDS

Le mouvement Brownien (/3(t))
et Gaussien tel que

0 est un processus continu

B(t)— B(s) ~N(0,t—s), Vt=s=0.

Ses trajectoires sont p.s. de régularité Holder C1/2~.



Rappels sur le mouvement Brownien et les EDS

Le mouvement Brownien (3(t)),_, est un processus continu

et Gaussien tel que

t=0

B(t)— B(s) ~N(0,t—s), Vt=s=0.

Ses trajectoires sont p.s. de régularité Holder C1/2~.
L'intégrale stochastique d'ltd est associée & la méthode des
rectangles a gauche:

N—oo

JTX(t)dB — lim Zth (tas1)—B(tn)),  tn=nT/N.
0 —

Exemple: So )dB(t) = T);_T.



Rappels sur le mouvement Brownien et les EDS
Une équation différentielle stochastique (au sens [t6)

dX(t) = g(X(t))ds(t)

s'interpréte sous forme intégrale

t

X(t) = X(0) + fo g(X(s))dB(s), Vt=0?



Rappels sur le mouvement Brownien et les EDS
Une équation différentielle stochastique (au sens [t6)

dX(t) = g(X(t))ds(t)

s'interpréte sous forme intégrale

X(t) = X(0) + f g(X(s))dB(s).

0

Exemple: la solution de I'EDS linéaire
dX(t) = o X(t)d5(t)

est donnée par

x(t) = e (o500 - 5 ) X(0)

Vit=>07

Vt=0.



Rappels sur le mouvement Brownien et les EDS

Pour construire des solutions approchées, on peut utiliser le
shéma d'Euler—Maruyama de pas de temps 7 = T/N: pour
tout ne {0,...,N —1}

Xnp1 = Xn + (X, (5 1) 5(%))
=X, + \fa(Xn)%,



Rappels sur le mouvement Brownien et les EDS

Pour construire des solutions approchées, on peut utiliser le
shéma d'Euler—Maruyama de pas de temps 7 = T/N: pour

tout ne {0,...,N —1}
Xn+1 = X + U ( n+1 ﬂ(tn»
=X, + \fa(Xn)%,

Résultats de convergence:

> ordre fort 1/2: (E[|Xy — X(N7)[?])? <
> ordre faible 1: |E[p(Xy)] — E[p(X(N ))]| T.

N|=

7.



SHE avec bruit multiplicatif
Si g(0) =0 et up(x) = 0 pour tout x € D, alors p.s.

u(t,x) =20, VYt>0, xeD.

Evolution stochastique en temps continu — préserve la
positivité.



SHE avec bruit multiplicatif
Si g(0) =0 et up(x) = 0 pour tout x € D, alors p.s.

u(t,x) =20, VYt>0, xeD.

Evolution stochastique en temps continu — préserve la
positivité.

Exemple d'intégrateur numérique: le schéma d'Euler
exponentiel stochastique

lns1 (x) = f G(r, %,y )un(y)dy + f G(r.x,y)&(un(y))dy 55
D D
Upy1 = eTA(Un + g(un)éﬁn)

avec les incréments browniens 68, = B(tp+1) — B(tn), tn = nT.



SHE avec bruit multiplicatif
Si g(0) =0 et up(x) = 0 pour tout x € D, alors p.s.

u(t,x) =20, Yt>0, xeD.

Evolution stochastique en temps continu — préserve la
positivité.

Exemple d'intégrateur numérique: le schéma d'Euler
exponentiel stochastique

lns1 (x) = f G(r, %,y )un(y)dy + f G(r.x,y)&(un(y))dy 55
D D
Upt+1 = eTA(Un + g(un)éﬁn)

avec les incréments browniens 08, = B(t,+1) — B(t,), t, = nT.
Schéma numérique — ne préserve pas la positivité car
58, ~ N(0,7).



Schéma de splitting préservant la positivité
Application d'un schéma de splitting: résoudre
> les équations différentielles stochastiques
dv(t,x) = g(v(t,x))d5(t) (parametrées par x € D)
» |'équation aux dérivées partielles linéaire w(t) = Aw(t).
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partie EDS?
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V(tn+17x) = eXp(O'(Sﬂn - T)V(tmx)'



Schéma de splitting préservant la positivité
Application d'un schéma de splitting: résoudre
> les équations différentielles stochastiques
dv(t,x) = g(v(t,x))d5(t) (parametrées par x € D)
» |'équation aux dérivées partielles linéaire w(t) = Aw(t).

Peut-on construire un schéma préservant la positivité pour la
partie EDS?
e Si g(u) = ou: la solution exacte est connue

O'2T

V(tn+17x) = eXp(O'(Sﬂn - T)V<tmx)'

e Cas général: on peut factoriser g(u) = f(u)u, d'ou le
schéma

vosa (x) = exp(F(va(x))36, — LTy,



Schéma de splitting préservant la positivité
On propose le schéma de splitting explicite

() = exp(F (03036, — T ),

() = | G(rx sy
D
ou de maniére équivalente

2
Upy1 = e™ (exp(f(un)éﬁn - f(u;),r)un)-



Schéma de splitting préservant la positivité
On propose le schéma de splitting explicite

fny1(x) = exp( (Un(x))0Bn — T) Un(X),
() = | G(rx sy
D
ou de maniére équivalente

2
Upy1 = e™ (exp(f(un)éﬁn - f(u;),r)un)-

e Ce schéma préerve la positivité, for any 7 > 0.



Schéma de splitting préservant la positivité
On propose le schéma de splitting explicite

fny1(x) = exp( (Un(x))6Bn — T)Un(x),

() = | G(rx sy
D
ou de maniére équivalente

2
Upy1 = e™ (exp(f(un)éﬁn - f(u;),r)un)-

e Ce schéma préerve la positivité, for any 7 > 0.
e Ordre fort 1/2: bornes sur I'erreur quadratique moyenne

1
2

sup sup (E[|ua(x) — u(ty,x)[])? < C(T)T%.

nT<T x€D



Le cas du bruit-blanc espace-temps
On considére I'EDP stochastique avec bruit multiplicatif

du(t,x) = Au(t,x)dt + g(u(t,x))dW(t,x), t>0, xeD,
u(t,x) =0, t>0, xedD,
u(0,x) = up(x), xe€D

ou W est un processus de Wiener cylindrique:

W(t,x) = > Be(t)ex(x)
b

» (Bk) =, est une suite de mouvements Browniens réels
indépendants,

> (&), est une base Hilbertienne de L?(D).



Le cas du bruit-blanc espace-temps
On considére I'EDP stochastique avec bruit multiplicatif

du(t,x) = Au(t,x)dt + g(u(t,x))dW(t,x), t>0, xeD,
u(t,x) =0, t>0, xedD,
u(0,x) = up(x), xe€D

ou W est un processus de Wiener cylindrique:

W(t,x) = > Be(t)ex(x)
b

» (Bk) =, est une suite de mouvements Browniens réels
indépendants,

> (&), est une base Hilbertienne de L?(D).

On doit supposer d = 1, i.e. D = (0,1).



Schéma préservant la positivité

On ne peut plus discrétiser uniquement en temps.
La discrétisation spatiale est réalisée par differences finies, de
pas h=1/(J+1).



Schéma préservant la positivité

On ne peut plus discrétiser uniquement en temps.
La discrétisation spatiale est réalisée par differences finies, de

pas h=1/(J+1).
Schéma de splitting:

. T flu, )?T .
Upy1j = eXP(f(UnJ)\\/f;%J - %Z) Unj, 1<j<J,

Dy~
Upy1 = €7 lpy,

Ol (V1) .91, Sont des variables aléatoires independantes
N(0,1) et Dy est le Laplacien discret.

Interpretation: £ §5 1" (W (tni1,y) = W(t, y))dy ~ N0, }).



Propriétés du schéma

e Si up >0, alors p.s. u(t,x) = 0 pour tous t > 0 et
x € (0,1).

e Le schéma préserve la positivité quels que soient 7 > 0 and
h > 0: si uy = 0, alors p.s. u,; = 0 pour tous n,j.



Propriétés du schéma

e Si up >0, alors p.s. u(t,x) = 0 pour tous t > 0 et
€ (0,1).

e Le schéma préserve la positivité quels que soient 7 > 0 and
h > 0: si uy = 0, alors p.s. u,; = 0 pour tous n,j.

e Bornes sur les moments: sous une condition de type CFL
7 < vh (ot 7y > 0 est arbitraire), alors

sup  sup Ef|un "] <57 o’
0<nT<T 1<j<J



Estimations d'erreur
e Ona

N

1
sup  sup (E[|unj — u(tn, jh)[*])? <o 700 T4 <Z> "4 ohe

0<nr<T 1<j<J h



Estimations d'erreur
e Ona

N

1
sup  sup (E[|unj — u(tn, jh)[*])? <o 700 T4 <Z> "4 ohe

0<nr<T 1<j<J h

e En prenant en compte la condition 7 < h on a

sup  sup (E[|un; — u(tn, jh)[])

0<nT<T 1<j<J

N[
¢
2
=
S
/N
(I
N—
[N}
_|_
>
N[



Estimations d'erreur
e Ona

N

1
1 TN 2 1
sup _ sup (E[|un; — u(tn, jh)|*1)? o7 T4+< ) .

0<nr<T 1<j<J h

e En prenant en compte la condition 7 < h on a

sup  sup (E[|un; — u(tn, jh)[])

0<nT<T 1<j<J

N[
¢
2
-~
S
/N
(I
N—
[N}
_|_
>
N[

e Sous la condition CFL 7 < vh? on a

N[

sup  sup (E[fun; — u(ts. jh)|*])

0<nr<T 1<j<J

'\“’Y:TUO 7—4 + h2



Résultats numériques

Figure: Erreurs fortes sur I'intervalle de temps [0, 0.5] pour le
schéma de splitting (LT), le schéma d'Euler exponentiel
stochastique (SEXP), et un schéma d’Euler—-Maruyama
semi-implicite (SEM).

Pas h = 278 et moyenne sur 200 réalisations.

v

Gauche: g(v) = v. Droite: g(v) = (Exval



Résultats numériques

Figure: Erreurs fortes sur l'intervalle de temps [0, 0.5] du schéma de
splitting pour différentes valeurs du pas h.

\4

Gauche: g(v) = v. Droite: g(v) = T

Observation: ordre 1/2 en 7 mais pas uniforme en h.



Quelques extensions (en cours)
e Pour I'EDP stochastique
du(t,x) = Au(t,x)dt + g(u(t,x))ds(t),
peut-on démontrer des estimations d'erreur faible
[Elp(u(T))] —Elp(un)]] < 77

(pour des fonctions ¢ : H = L2(D) — R de classe C2)
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Quelques extensions (en cours)

e Pour I'EDP stochastique
du(t,x) = Au(t,x)dt + g(u(t,x))ds(t),
peut-on démontrer des estimations d'erreur faible
[Elp(u(T))] —Elp(un)]] < 77
(pour des fonctions ¢ : H = L2(D) — R de classe C2)

e Peut-on démontrer des estimations d’erreur faible dans le
cas bruit-blanc espace-temps?

e Peut-on construire des schémas d’ordre fort 1 en utilisant un
schéma préservant la positivité d'ordre élevé pour la partie
EDS?



Quelques extensions (en cours)

On considére I'EDP stochastique
du(t, x) = Du(t, x)dt + g(ult, x))dA(D),

et on suppose que g(—1) = g(1) = 0.
Alors u(t,x) € [~1,1] p.s. pour tous t >0, x € D.



Quelques extensions (en cours)

On considére I'EDP stochastique
du(t, x) = Du(t, x)dt + g(ult, x))dA(D),

et on suppose que g(—1) = g(1) = 0.
Alors u(t,x) € [~1,1] p.s. pour tous t >0, x € D.

e Peut-on construire un schéma préservant le domaine
[—1,1]7 Quel est I'ordre de convergence?
Travail en cours avec David Cohen & Gijs Custers.

e Peut-on traiter le cas bruit-blanc espace-temps?



Quelques extensions (en cours)
Idée de la construction de schémas préservant le domaine:
» considérer I'EDS au sens Ito

dX: = g(Xt>dBt

» écrire g(u) = f(u)(u—1)(u+1),
» identifier un schéma préservant le domaine

Yor1 = (Y, 7,0B,)
pour I'EDS auxiliaire au sens It6
dY: = (Y —1)(Y: + 1)dB;,
> et définir le schéma

Xni1 = O (X, F(X0)?7, F(X2)0B,).



Schéma préservant I'intervalle [—1,1]: illustration

s Slice at x = 0.5

- Pf{\\/‘/’\'\,
0

05




Plan

Un schéma d’Euler modifié préservant la régularité



Description du modéle

EDP stochastique parabolique semilinéaire:

deu(t,x) = Ox(a(x)dxu(t,x)) + f(u(t,x)) + W(t,x),
u(t,0) =u(t,1)=0, t=0,
u(0,x) = up(x), xe(0,1).

Le systéeme est perturbé par un bruit-blanc espace-temps
W(t,x).
La fonction f est Lipschitzienne.



Description du modéle
EDP stochastique parabolique semilinéaire:
deu(t,x) = Ox(a(x)dxu(t,x)) + f(u(t,x)) + W(t,x),
t,0) = u(t,1) =0, t=>0,
u(0,x) = up(x), xe(0,1).
Le systéeme est perturbé par un bruit-blanc espace-temps

W(t,x).
La fonction f est Lipschitzienne.

Cette EDPS est vue comme équation d'évolution stochastique

du(t) = —Au(t)dt + F(u(t))dt + dW(t),
u(0) = up,

d'inconnue u(t) = u(t,-)e H = L2(0,1) (espace de Hilbert).
Elle dépend d'un processus de Wiener cylindrique.



Solutions mild de I'EDPS
Décomposition spectrale de I'opérateur linéaire A: Aej = Aje;.

Solution de |'équation d'évolution linéaire 1 = —Au:
semigroupe
u(t) = e Mu(0), Vt=0,

with e~ " = YljeN e ™ {ej, Ve



Solutions mild de I'EDPS
Décomposition spectrale de I'opérateur linéaire A: Aej = Aje;.

Solution de |'équation d'évolution linéaire 1 = —Au:

semigroupe
u(t) = e Mu(0), Vt=0,

with e~ " = YljeN e ™ {ej, Ve

Propriété de régularisation: pour tout o > 0

INe™u| < Cot™*|u|, t>0,ueH.



Solutions mild de I'EDPS
Décomposition spectrale de I'opérateur linéaire A: Aej = Aje;.

Solution de |'équation d'évolution linéaire 1 = —Au:
semigroupe
u(t) = e Mu(0), Vt=0,

with e~ " = YljeN e ™ {ej, Ve

Propriété de régularisation: pour tout o > 0

INe™u| < Cot™*|u|, t>0,ueH.

Solution mild:

t
e INE(u(s))ds + J e (=N (s).
0

du(t) = e Mup + f

0



Processus de Wiener et convolution stochastique

Définition formelle du processus de Wiener cylindrique:

W(t) = Bi(t)e

jeN

avec f3j, j € N, mouvement Browniens i.i.d.



Processus de Wiener et convolution stochastique

Définition formelle du processus de Wiener cylindrique:

t) = Z Bi(t)e

jeN
avec f3j, j € N, mouvement Browniens i.i.d.

La convolution stochastique So (=AW (s) est bien définie:

Bl [ e MawP] = 3 [ e va < 3 <o

JjeN JjeN

grace a la propriété de régularisation du semigroupe.
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Définition formelle du processus de Wiener cylindrique:

t) = Z Bi(t)e

jeN
avec f3j, j € N, mouvement Browniens i.i.d.

La convolution stochastique So (=AW (s) est bien définie:

Bl [ e MawP] = 3 [ e va < 3 <o

JjeN JjeN
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La solution mild est bien définie.



Processus de Wiener et convolution stochastique

Définition formelle du processus de Wiener cylindrique:

t) = Z Bi(t)e

jeN
avec f3j, j € N, mouvement Browniens i.i.d.

La convolution stochastique So (=AW (s) est bien définie:

Bl [ e MawP] = 3 [ e va < 3 <o

JjeN JjeN

grace a la propriété de régularisation du semigroupe.

La solution mild est bien définie.
Régularité Holder: 1/4— en temps et 1/2— en espace.



Le schéma d'Euler semi-implicite standard
Pas de temps: 7= T/N, t, = nt.



Le schéma d'Euler semi-implicite standard

Pas de temps: 7= T/N, t, = nt.
La solution mild vérifie
thta

e_(t”“_s)AF(u(S))dS-f—f e—(tn+1—s)/\dW(s).

th

thy
u(tpyr) = e_TAu(t,,)-i-J

tn

Approximation par le schéma d'Euler standard:

mi1 = A (u,T,’S + 7F(u}®) + ﬁrn>

Upt1

ot A, = (I +7N)"Letl, = —W(t’”i)ﬁ_w(t”).



Le schéma d'Euler semi-implicite standard
Pas de temps: 7= T/N, t, = nt
La solution mild vérifie

thta
e_(t"“_s)AF(u(S))dS-f—f e—(tn+1—s)/\dW(s).

th

thya

u(tpyr) = e_TAu(t,,)—&-J

tn

Approximation par le schéma d'Euler standard:
uty = A (u,T,’S + 7F(ul®) + ﬁf,,)

ot Ar = (I +7N)tetl, = w

Résultats de convergence classiques au sens fort et faible:
Ef]u( ) 2]
[Elp(u(T))] ~ el

pour v e (0,1/4) et ¢ : H — R de classe C2.

<7
S 7_2(11



Comportement du schéma d'Euler standard

Expérience numérique avec 7 = 278:
Discrétisation spatiale: différences finies avec h = 1073,




Comportement du schéma d'Euler standard

Expérience numérique avec 7 = 278:
Discrétisation spatiale: différences finies avec h = 1073,

Figure: Figure: z — uy®(2)
(tn, 2) = u"(2)

Observation: la solution numérique est plus réguliére que la
solution exacte, pour tout valeur 7 > 0 du pas de temps.



Définition du schéma d'Euler modifié
SPDE/SEE:

du(t) = —Au(t)dt + F(u(t))dt + dW(t)
Schéma d'Euler standard:

upty = A (0 + TF(up®) + V7).



Définition du schéma d'Euler modifié
SPDE/SEE:

du(t) = —Au(t)dt + F(u(t))dt + dW(t)
Schéma d'Euler standard:

upty = A (0 + TF(up®) + V7).

Le schéma d’Euler modifié:

i = Ac (g + TF(up) + \Er“) + zsy\grn,2



Définition du schéma d'Euler modifié
SPDE/SEE:

du(t) = —Au(t)dt + F(u(t))dt + dW(t)
Schéma d'Euler standard:

upty = A (0 + TF(up®) + V7).

Le schéma d’Euler modifié:

pu
Upq = A7<u; +7F(ur) 4+ 4=

avec deux familles mdép.e.ndantes (I_,,,l o €t (r"=2)n>0' et un
opérateur 3, # A, vérifiant

BBl = A,.

B, peut étre calculé par une décomposition de Cholesky.



Expérience numérique: modifié vs standard

Figure:
(tn, 2) = up*(2),

schéma d'Euler

standard

Figure:
(tn, 2) = ug(2),
schéma d'Euler
modifié



Expérience numérique: modifié vs standard

Figure: z+— uy®(z),  Figure: z — uf(z2),
schéma d'Euler schéma d'Euler
standard modifié
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Résultats principaux

e Comportement qualitatif: la régularité (spatiale) de la
solution est préservée par le schéma d'Euler modifié, quel que
soit 7 > 0.

e Distribution invariante: si F = 0, la distribution invariante
. —1 . 1] .

Gaussienne v = N'(0,2-) (loi d'un pont Brownien) est

preservée par le schéma d'Euler modifié, quel que soit 7 > 0.

e Estimation d’erreur faible: si ¢ : H — R est de classe C2,
alors

[E[o(u(T))] = Elp(up)]] < 7,
pour tout a € (0,1/4).
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Distributions invariantes

En supposant que Lip(F) < A;: il existe une unique
distribution (mesure de probabilités) invariante p:

si u(0) ~ p alors u(t) ~ pu pour tout t > 0.

De plus, on a convergence en loi exponentielle vers u:

Elp(u(T))] j i <o e T(1+ |uo),

si ¢ : H — R est Lipschitzienne.

SiF=0,pu=v=N(0, ’\771) est une distribution Gaussienne.
E~v=N(0,257) if 6 = Yoy ——ej, avec & ~ N(0,1) ilid.
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Distributions invariantes

Pour un systéme de type gradient: F = —VV, la distribution
invariante est une mesure de Gibbs

dp.(u) = Z e 2VWdy(u)
par rapport a la distribution Gausienne v.

Pour tout 7 > 0, les schémas d'Euler standard et modifié
admettent une unique distribution invariante u".
Résultats de convergence: pour tout o € (0,1/4)

| fsod/f - fsﬁdul <a [lefl2m?*.

si ¢ : H— R est de classe C2.



Distributions invariantes — schéma d'Euler standard

On suppose F = 0.
La distribution invariante ™ = ™ du schéma d'Euler standard

est la loi de

DA/ arnen

j>1
ou

;1 2 .
qj B 2)\J 2 + /\jT qj'

Les mesures de probabilités Gaussiennes v et 7 sont
singuliéres.

Cela refléte le fait que la régularité spatiale n'est pas préservée
par le schéma d’Euler standard.



Distributions invariantes— schéma d'Euler modifié

Théoréme
Soit u” la distribution invariante du schéma d’Euler modifié.
Pour tout cc€ (0, 1), on a

dTV(:U/Tv /L*) Sa 7_20[7

ol dyv est la distance en variation totale:

drv(p1, p2) = sup }fsodm - fs@duz!.
PeBY(H.R), | plo<1



Distributions invariantes— schéma d'Euler modifié

Théoréme
Soit u” la distribution invariante du schéma d’Euler modifié.
Pour tout cc€ (0, 1), on a

dTV(,“/Tv /1’*) Sa 7_2(1’

ol dyv est la distance en variation totale:

drv (s, p2) = sup \jsodm - fs@duzl.
peBY(H,R), o]0 <1

Cela permet de calculer une valeur approchée de §odp si p = 14.
Cela n’est pas possible pour le schéma d’Euler standard.



Une observation clé pour la preuve

Le schéma d'Euler modifié

o = Ac (4 TG 4\ [3T0n) + B3

peut s'écrire

thia

Urntl = e~ N ury,,+/\T (I— e N Q- F (UT’”)+J e~ (1= QédW(s).

tn



Une observation clé pour la preuve

Le schéma d'Euler modifié

Upq = AT<u; + 7F(u)) + \gm) + BT\/grnz

peut s'écrire
A A, thta A 1
Urpi1 =€ N+ N (1—e ™M) QL F (UT’”)+J e (1= Q2 g1/ (s).
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Il s’agit du schéma d'Euler exponentiel acceléré pour I’
équation modifiée
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Une observation clé pour la preuve

Le schéma d'Euler modifié

Upq = AT<u; + 7F(u)) + \gr,,,l) + BT\/grnz

peut s'écrire
A A, et Ar A3
Urnpyr =€ 7 *Ur,n+/\7 (I—e7 ™) Q. F (UT’”)+J e~ (trt1=9)A- 02 dW(s).

tn

Il s’agit du schéma d'Euler exponentiel acceléré pour I’
équation modifiée

du, (t) = —A,u, (£)dt + Q F(ur (£))dt + Q2 dW/(t).

L'équation modifiée préserve la mesure de Gibbs p, si
F—-DV.



Plan

Un schéma préservant |'asymptotique



Systéme d ' EDPS multi-échelles

Systéme avec composantes lente v et rapide v©:
Oeut(t, x) = 02uc(t, x) + f(ue(t,x), ve(t,x)),

1 2 .
afvg(t?x) = Eéive(tax) + \CW(t7X)7

N

ou ¢ est le paramétre de séparation des échelles de temps.

Valeurs initiales: u¢(0, x) = ug(x), v¢(0,x) = vp(x).

Conditions au bord de Dirichlet homogénes en x =0, 1.



Systéme d ' EDPS multi-échelles
Systéme avec composantes lente v et rapide v©:
Oru(t,x) = (?)%ue(t,x) + f(ue(t,x), ve(t,x)),

1 2 .
Orve(t, x) = Eéive(tax) + \CW(t7X)7

N

ou ¢ est le paramétre de séparation des échelles de temps.

Valeurs initiales: u¢(0, x) = ug(x), v¢(0,x) = vp(x).

Conditions au bord de Dirichlet homogénes en x =0, 1.
Comme systéme d’évolution stochastique:

dut(t) = —Auc(t)dt + F(u(t), ve(t))dt,

dve(t) = —%/\ve(t)dt + \ﬁdW(t).



Le principe de moyennisation
Changement d'échelle de temps: v¢(t) = v(t/e) avec

dv(s) = —Av(s)ds + V2dW(s).

Comportement asymptotique de v: v(s) — v = N(0,A}).

S$—00



Le principe de moyennisation
Changement d'échelle de temps: v(t) = v(t/e) avec

dv(s) = —Av(s)ds + V2dW(s).

Comportement asymptotique de v: v(s) — v = N(0,A}).

S$—00

La composante lente u¢ converge quand ¢ — 0 vers la solution
U de 'équation moyennée

du(t) = —Au(t)dt + F(u(t))dt,
H(O) = Uup,

ol F est définie par




Schéma semi-implicite standard

On peut approcher la solution du systéme multi-échelle

du(t) = —Auc(t)dt + F(u(t), ve(t))dt,

dve(t) = —%/\vﬁ(t)dt + :/EdW(t).

en utilisant le schéma d'Euler semi-implicite
upty = (I+7N)71 <uf,’T + TF(us7, V;J:l)>
’ T 1 V2T
V;_:l = (/ + z/\) (VS’T + 7“)

ou Iy =37, &njej, avec &y ~ N(0,1) i.id.



Schéma semi-implicite standard
Expérience numérique:
F(u,v) = 106795 (01" _ 1) 4 20u.

up(x) = sin(2mx), vo(x) =0. T =0.5. h=10"2.

000005

0.00000

~0.00005

-0.00010

-0.00015

-0.00020

-0.00025

-0.00030

. . L. At
Figure: Convergence quand ¢ — 0 de la solution numérique uy,

pour le schéma semi-implicite, avec 7 = 2710,



Schéma semi-implicite standard
Estimations d’erreur faible: convergence quand 7 = T/N — 0 de

[E[p(uy)] — Elp(u(NT))]|

£=10""
£=107%
£=107"
£=10"2

-
Se
— e=107
=
- - 1ol 13

Figure: Convergence de I'erreur faible pour le schéma standard
quand 7 — 0, pour les fonctions tests (; (gauche) et o, (droite)
pour différentes valeurs du paramétre .

Fonctions tests:



Schéma semi-implicite basique

T R (ARSI TARA)
V2T
o).

e‘r T —1 €,T
vy = (I + 2/\) (Vn + e

Quand € — 0, u5”™ — u? donné par

W7y = (1 A7 (687 + TR (37, 0))
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T R (ARSI TARA)

T V2r
veT = (I + ZA —1( er 4 VT )
I7+1 ( + € ) Vn + \/g n
Quand € — 0, u5”™ — u? donné par

W7y = (1 A7 (687 + TR (37, 0))

En général F(u) # F(u,0).
Dans les expériences numériques: F(u,0) = 20u.
Le schéma limite est associé a I'équation

Oru(t) = —Au(t) + F(u(t),0).



Schéma semi-implicite basique

T R (ARSI TARA)
V2T
o).

e‘r T —1 €,T
vy = (I + 2/\) (Vn + e

Quand € — 0, u5”™ — u? donné par

W7y = (1 A7 (687 + TR (37, 0))

En général F(u) # F(u,0).
Dans les expériences numériques: F(u,0) = 20u.
Le schéma limite est associé a I'équation

Oru(t) = —Au(t) + F(u(t),0).

Les limites ¢ — 0 et 7 — 0 ne commutent pas.
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Schémas préservant |'asymptotique

Un schéma numérique préerve |'asymptotique si
lim lim uy” = lim lim uy'.
e—0 70 7—0 ¢—0

On considére la convergence en loi: si ¢ € C)(H; R),

lim lim E[o(u5®)] = lim lim E[o(u?)].

e—0 7—0 7—0 e—0
Autrement dit: le diagramme

uy” = (T

est commutatif.
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Il faut discrétiser differemment la composante rapide v¢. Une
solution: utiliser le schéma d'Euler modifié.
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Il faut discrétiser differemment la composante rapide v¢. Une
solution: utiliser le schéma d'Euler modifié.

Schéma proposé:

upty = Ar (ug™ + TF(ug", vel)

2T 2T
Vol =Azvy 7 + ?Bg,lrn,l +\/?Bg,2rn,2,

ol les opérateurs vérifient les conditions

1
A = (I+7N)7Y Brg = \—@(/MA)—% Br2Bry = 7(/+7/\)—1



Un schéma préservant |'asymptotique

Il faut discrétiser differemment la composante rapide v¢. Une
solution: utiliser le schéma d'Euler modifié.

Schéma proposé:
”7711—“4( 6T+7—F n 7 547-—1))

/2 12T
n+1_~’41V’€17 BTlrnl"i‘ BT 2rn2a

ol les opérateurs vérifient les conditions

1
—=(I+TN)71, B 2B, = 7(/—1—7/\)_1

A = (I+7N) 71, Bﬂ:ﬁ

Ce schéma préserve |'asymptotique.



Un schéma préservant I'asymptotique

€,T €,T 67’
n+1_A( +TF n ’n+1

2 2
Vorn = Az vy 4 TBT aln1 +4 TBTzrnz,

Quand € — O:
€,T -1
4 Vn+1 :) /\ 2rn2

bun

o ud7, donné par le schéma limite

dpty = (17N ()7 + TF(up7, A2 T2)).



Un schéma préservant I'asymptotique

€,T €,T 67’
un+1—A( + 7F(uy", vyl

2T 2T
Vo = AzvyT 4 BT1Fn1+M z20n2,

Quand e — O:
1
| 4 un

i :>0 ud7, donné par le schéma limite

iyl = (1 + 7)™ 4 TF (U™, AT ,0).

Le schéma limite est consistant avec |'équation moyennée:

0 _ .-
uy” — u(NT), en utilisant
7—0

E[F (007, A"2T,5)[u07] = F(u07).



lllustration numérique

Expérience numérique:
F(u,v) = 10e 95 (701" _ 1) 1 20u.

ug(x) = sin(2mx), w(x) =0. T =0.5. h =102,

-1.00

-1.25

-1.50

-175

00 0z 04 06 08 10

Figure: Convergence quand € — 0 de la solution uf\’,At du schéma
AP, avec At = 2710



Courbes de convergence (1)
Estimations d’erreur faible: convergence quand 7 = T/N — 0 de

[E[p(uy)] — Elp(u(NT))]|

Figure: Convergence de I'erreur faible pour le schéma AP quand
T — 0, pour les fonctions tests ¢; (gauche) et ¢y (droite) pour
différentes valeurs du paramétre e € {1074,...,107}.

Fonctions tests:

u(x)?dx), @a(u) = sin(f u(x)dx)?.



Courbes de convergence (2)

£=8107%
£=4107
=210

=107

- 1ef 13 o7

£=81070
=410
£=2107°
=107
—a- ref 13

Figure: Convergence de I'erreur faible pour le schéma AP quand
T — 0, pour les fonctions tests ¢; (gauche) et ¢, (droite) pour
différentes valeurs du paramétre e € {107%,2.107%,4.107°,8.10°}.



Estimations d'erreur faible uniformes

Théoréme
Soit ¢ : H— R de classe Cg.

Pour tout r € (0, 1), on a les estimations d'erreur faible

sup |E[p(u)] — Elp(u(T)]| Sxtipwo 75"

e€(0,e0)

avec ordre 1/3 par rapport a T, uniformément par rapport a e.
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Estimations d'erreur faible uniformes

Théoréme
Soit ¢ : H— R de classe Cg.

Pour tout r € (0, 1), on a les estimations d'erreur faible

sup |E[p(u)] — Elp(u(T)]| Sxtipwo 75"

e€(0,e0)

avec ordre 1/3 par rapport a T, uniformément par rapport a e.

Commentaires:
» quand € — 0, le résultat est sous-optimal

E[p(uf)] — 9(@(T))| SwTipmo 72"

au lieu de l'ordre 1

> mais les expériences numériques suggérent |'optimalité de
I'ordre 1/3 pour des bornes uniformes.
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Stratégie de la preuve
On rappelle le diagramme commutatif:

iy =% u(T)

l e—0 l e—0
WS =% w(T)

qui inspire deux stratégies:
» étudier directement |'erreur faible

[E[p(uyD)] = Ele(u*(T))]|

» la décomposer en trois termes

[Elp(uyT)] = Elp(u(T))]| < [Elp(uy)] - Elp
]



Combinaison des estimations d'erreur auxiliaires

Pour simplifier: x = 0.



Combinaison des estimations d'erreur auxiliaires

Pour simplifier: x = 0.

[E[p(uy)] = Elp(u(T))]]
< min<(7’/e)% + T/€, €+ 7').
On traite deux cas:

» 7 < €3: avec la premiére borne

W=

T

a3

2 2
ST3I— <73,
€

o) ‘ =
N =
N
\]
(R

N[ =

» 7 > ¢3: avec la deuxiéme borne

1
e+T7T<T3+ T

W=

Cr



Plan

Conclusion



Conclusion
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des techniques spécifiques pour assurer simultanément la
préservation de propriétés qualitatives et la convergence.
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Conclusion

La discrétisation en temps d’équations stochastiques nécessite
des techniques spécifiques pour assurer simultanément la
préservation de propriétés qualitatives et la convergence.

Perspectives: traiter d'autres exemples, au-deld des équations
semilinéaires paraboliques.

Merci pour votre attention.
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