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Non-commutativité en transport non local
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La modélisation de la dynamique de grandes populations d’agents en interaction constitue un enjeu
central en mathématiques appliquées, avec des applications allant du controle multi-agents a la dyna-
mique d’opinion en passant par la modélisation du trafic. Un cadre naturel pour décrire I’évolution de
la distribution spatiale de ces agents est celui de I’équation de continuité non locale résultant d’une
limite de champ moyen, de la forme

O + div(b(-, pue) ) = 0, (1)

otl uy € Po(R?) représente la distribution de la population & l'instant ¢ et b : R? x Py(R?) — RY est
un champ de vecteurs non local, c’est-a-dire dépendant de la mesure elle-méme. Ce type d’équation
intervient de maniére fondamentale dans la théorie du contrdle optimal en champ moyen [2] ainsi que
dans le cadre plus général des équations différentielles de mesures (MDE) introduites dans [3], qui
permettent une description unifiée de phénomenes de transport, diffusion et concentration a vitesse
finie.

En dimension finie, un outil classique pour étudier la commutativité des flots d’équations différentielles
ordinaires est le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X,Y € C%°(R%; R) :

[X,Y](z) = DY (z) - X(z) — DX (z) - Y (x).

Le théoréme classique affirme que les flots ®X et ®Y commutent si et seulement si [X,Y] = 0. Ce
résultat est un ingrédient essentiel en théorie du controle géométrique, ou il sous-tend notamment le
théoréme de Chow—Rashevskii sur la controlabilité des systemes affines [1].

Dans cet exposé, nous nous intéresserons a la question suivante : comment définir une notion pertinente
de crochet de Lie pour des champs de vecteurs non locaux de la forme b(x, p1), et comment relier
cette notion a la commutativité des flots associés a 1’équation (1) ? Nous présenterons une nouvelle
définition de crochet de Lie adaptée a ce cadre, qui généralise la notion classique et prend en compte
la dépendance en mesure du champ de vecteurs via le calcul différentiel de Lions sur Po(R?). Nous
discuterons les perspectives que cette construction ouvre pour le contréle de systemes limite de champ
moyen.
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