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Dans cet exposé, nous présenterons un résultat d’éxistence de solutions (au sens faible) d’un système
d’équations paraboliques dégénérées modélisant la dynamique de cellules au sein de cryptes intes-
tinales. Une crypte est une invagination de l’épithélium intestinal constituée de différents types de
cellules (souches (s), progénitrices (p), entérocytes (e) et cellules goblets (g)). Ces celllules sont es-
sentielles au maintien de la barrière digestive et à son fonctionnement. Afin de mieux comprendre la
dynamique deS cellules au sein des cryptes, un modèle mathématique de type diffusion croisée a été
proposé dans la littérature [1, 2].
Ce modèle s’écrit comme suit : On définit dans un premier temps les ensembles

Es := {s}, Ep := {p, s}, Ee := {e,p}, Eg := {g,p}, T := {s,p, e, g}.

L’évolution des densités ρs, ρp, ρe et ρg, ainsi que de la concentration en butyrate cb, est alors modélisée,
pour chaque i ∈ T , par le système parabolique suivant :

∂tρi − ∂x(ρi∂xρ) = fi(x, ρ, (ρj)j∈Ei , cb), dans Ω × (0, T ),

∂tcb − σb∂
2
xcb = γ

cb + cd
b

1 + cb + cd
b

(ρe + ρg), dans Ω × (0, T ),

où ρ =
∑

i∈T ρi désigne la densité totale, Ω = (0, 1) et les termes sources fi sont lipschitziens et
modélisent la division, la différentiation ou l’extrusion des cellules.
L’objectif de cet exposé est de présenter ce modèle ainsi que la démonstration du théorème suivant :

Théorème 1 (voir [3]). Sous certaines hypothèses, il existe des fonctions positives ρs, ρp, ρe et ρg
telles que ρi ∈ L∞(0, T ;BV (Ω)) avec ∂tρi ∈ L2(0, T ; (H1)′(Ω)) pour tout i ∈ T et ρ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).
De plus, il existe une fonction positive cb ∈ L2(0, T ;H) avec ∂tcb ∈ L2(0, T ;H ′) dont H ′ désigne le
dual de H := {c ∈ H1(Ω) : c(1) = 0}. Par ailleurs, pour tout φ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) et i ∈ T , on a∫

Ω×(0,T )
∂tρi φ dxdt+

∫
Ω×(0,T )

ρi ∂xρ ∂xφ dxdt =
∫

Ω×(0,T )
fi(x, ρ, (ρj)j∈Ei , cb)φdxdt,

et pour tout ψ ∈ L2(0, T ;H)∫
Ω×(0,T )

∂tcb ψ dxdt+ σb

∫
Ω×(0,T )

∂xcb ∂xψ dxdt = γ

∫
Ω×(0,T )

cb + cd
b

1 + cb + cd
b

(ρe + ρg)ψ dxdt.
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